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Nous D~MONTRONS le thtoreme suivant: 
THEOREME. Tout groupe localement compact, non compact, mt3risable et siparable 
admet une action continue minimale SW l’espace de Hilberi siparable. 
Rappelons que, par definition, un groupe agit minimalement si chaque orbite de 
l’action est dense. 
Puisque tous les espaces de Frichet separables de dimension infinie sont homCo- 
morphes (cf. [l] ThCor&me 5.2, p. 189), il suffit de rtaliser une telle action sur un 
Frichet bien choisi. 
Considtrons un groupe G localement compact, non compact, mktrisable et &par- 
able. 11 est bien connu que Co(G), l’espace des fonctions continues & valeurs rkelles, 
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact est un espace de 
FrCchet separable et de dimension infinie. Le groupe G agit continument sur Co(G) 
par g. f(x) = f(g-‘x), oh f E C’(G), g E G et x E G. Comme G est non compact, si 
f E Co(G) est une fonction 2 support compact, on a: lim g . f = 0. De plus, le sous- 
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espace des fonctions g support compact est dense dans Co(G). 
Nous rksumons la situation dans la proposition suivante: 
PROPOSITION 1. Si G est un groupe localement compact, non compact, mt3risable et 
skparable, il existe un espace de Frkhet siparable F, de dimension injinie, et une 
action continue de G sur F, (g, x) I+ g . x, vkifiant les propritt&s (P) suivantes: 
i) Pour tout g E G, l’application x + g . x est un automorphisme lin&aire et 
(P) continu de F; 
ii) Le sous-espace vectoriel {x 1 lim g . x = 0) est dense dans F. 
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Nous allons dkmontrer la proposition suivante: 
PROPOSITION 2. Supposons que l’on a une action d’un groupe localement compact 
G sur un espace de Fr&chet siparable F, de dimension injinie, (g, x) I+ g. x, vt+ifiant 
les proprittCs (P). Alors l’ensemble D = {x 1 l’orbite de x par G est dense duns F} est 
un sous-ensemble de F homtomorphe ti F. 
2~ 
11 est clair que les propositions 1 et 2 impliquent le thkorkme puisque D est 
G-invariant et l’action de G sur D est minimale. 
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Pour demontrer la Proposition 2, nous avons besoin de quelques outils de la 
topologie de dimension infinie que nous rappelons ici. 
DEFINITION (Z-ensemble). Soit F un espace de Frichet et A C F, un sous-ensemble 
fermC de F. On dit que A est un Z-ensemble (dans F), si pour tout compact K, 
. l’ensemble C’(K, F - A) est dense dans C”(K, F) pour la topologie de la convergence 
uniforme. 
L’outil principal utilisk est le thtorkme suivant (cf. [l], ThCor*me 5.2, p. 189 et 
Thiortme 6.4, p. 166). 
PROPOSITION 3. Si F est un espace de Frkhet stparable de dimension injinie et 
H C F est kunion d&ombrable de Z-ensembles, F - H est homeomorphe d F. 
Nous passons g la dkmonstration de la Proposition 2. Si (0i)jEN est une base 
(dknombrable) d’ouverts non vides de F, on peut vkrifier que D = /77( ,$ g . Q). On 
voit done, B l’aide de la Proposition 3, qu’il suffit de dkmontrer le lemme suivant: 
LEMME 4. Dans la situation de la proposition 2, si 0 est un ouuert non uide de F, 
[‘ensemble F - Uo g . 6 est un Z-ensemble. 
DEMONSTRATION. 11 suffit de montrer que si f : K + F est continue, oti K est 
compact et D est un voisinage de 0 dans F, alors il existe f: K + U g . 0 oii f’ est 
gEo 
o-proche de f, i.e. cf - f’)(K) C 0. Choisissons alors un voisinage n, de 0 dans F, tel que 
tt, + II) C D. Notons E le sous-espace vectoriel {x E F 1 lim g . x = 0). Puisque E est 
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dense, on peut trouver (qi)lairn une partition de I’unitC suffisamment fine sur K et une 
suite finie (ei)ls;ian d’&Cments de E, tels que f: K + E dkfinie par f(x) = 2 ei . vi(X) soit 
i=i 
wproche de f. De plus, comme l’image de f est dans un sous-espace de dimension 
finie de E, on vkrifie que g of + 0 unifor.mtment quand g + m. En utilisant encore la 
densitk de E dans F, on peut trouver a E E rl0. Soit u un voisinage de 0 dans F, tel 
que a + u C 6. Puisque lim . unif. g 0 f = 0 et lim g . a = 0, on peut trouver, par la 
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non-compacitC G, un ClCment g E G, tel que g of(K) C u et g-’ . a E TV. Dtfinissons 
alors f’: K + F par f’ = g-’ . a + f. Par construction, f’ est wproche de f, et par 
conskquent o-proche de f; de plus g of’(K) = a + g of(K) C a + b C 0, ou encore 
f’(K) C g-’ . 0 C ,$ g. 0. m 
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COMPLIMENT AU THBOR~ME. On peut s’arranger pour que I’action soit aussi libre. 
Dtmonstration. Soit F le FrCchet fourni par IaProposition 1. Le groupe G agit 
aussi sur le FrCchet &parable de dimension infinie F = FN, par g . (x”)“=~ = (g . xn)nEN. 
On vkrifie facilement que cette action posskde aussi les p_ropriCtCs (P). Par con- 
sCquet$ fi = {X E fi 1 l’orbite de X par G est dense dans F} a un complkmentaire 
dans F qui est rkunion dknombrable de Z-ensembles. ConsidCrons: 
Y = {(x,).,, E P 1 la suite (x&~ est dense dans F}. 
Cet ensemble est clairement G-invariant. De plus, comme J. West l’a montrC, ?; - Y 
EXISTENCE DE SYSTIhiES DYNAMIQUES MINIMAUX 167 
est r&union dknombrable de Z-ensembles, et G agit librement sur Y (cf. [l] dCmon- 
stration du Thioreme 6.5, p. 168). 11 est clair que G agit minimalement et librement sur 
Y n fi,; de plus, par la Proposition 3, l’ensemble Y n fi est homkomorphe B p. 
$4. REMARQUES 
(1) Comme corollaire de la Proposition 2, on obtient qu’une action vCrifiant les 
propri&Cs (P) a une orbite dense dans F. En 1969, Rolewicz a don& des exemples 
d’automorphismes et de groupes A un paramktre d’automorphismes d’espaces de 
FrCchet de dimension infinie ayant une orbite dense. On constate que ces exemples 
vtrifient les proprittts (P). 
(2) Dans le cas oti G = Z ou R, dans la Proposition 2, on peut remplacer D par 
D’ = {x E F ( la demi-orbite positive de x est dense}. 
En effet, si on regarde la dimonstration du Lemme 4, on s’aperqoit que l’on a 
montre aussi que U g-‘(U) a un compltmentaire qui est un’ Z-ensemble. On en 
d&duit qu’il existe un homComorphisme (resp. un flot) minimal sur I’espace de Hilbert 
sCparable, oti toutes les demi-orbites positives sont denses. Ce rCsultat est B rap- 
procher du thCori?me de Gottschalk [3] qui dit qu’il n’existe pas d’action de Z (resp. de 
R) sur un espace localement compact non compact oh toute demi-orbite positive est 
dense. 
(3) Le problkme de l’existence d’un homtomorphisme ou d’un flot minimal sur un 
espace euclidien de dimension finie est toujours ouvert. Remarquons qu’il est bien 
connu que s’il existe un champ de vecteurs minimal C’ sur S”, il existe un champ de 
vecteurs minimal C’ sur Iw”; en effet, si on multiplie le champ de vecteurs sur S” par 
une fonction C” qui s’annule en un seul point xoE S”, on obtient un champ de 
vecteurs minimal sur R” = S” -x0. Cette remarque est g rapprocher de la conjecture 
de Seifert: Est-ce que tout champ de vecteurs C” de S3 a une orbite ptriodique? 
Remarquons aussi qu’il n’existe pas d’homtomorphisme (Resp. flot) minimal sur R’. 
Ceci rCsulte du thtortme de translation de Brouwer [2] (resp. du thCorkme de 
PoincarC Bendixson). 
On sait qu’il existe des homComorphismes ayant une orbite dense sur toute variCtC 
connexe de dimension supCrieure ou igale A 2, cf. par exemple [4]. On voit done, par 
exemple dans le cas de R’, que l’existence d’un homComorphisme minimal n’est pas 
une consCquence de l’existence d’un homComorphisme ayant une orbite dense. 
(4) Le problkme de l’existence d’un diffComorphisme (ou d’un flot lisse) minimal 
sur I’espace de Hilbert separable reste aussi en suspens. 
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